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Weitere Anwendungen

Renovierungsarbeiten Cloud Computing

Jede fertiggestellte Wohnung bringt Jeder Kunde mdchte sein Ergebnis so friih
Mieteinnahmen. wie moglich.
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Frage: Was ist die beste Bearbeitungsreihenfolge?
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Kiirzeste Aufgabe Zuerst

Satz 1.

Die Aufgaben in aufsteigender Lange zu bearbeiten minimiert die Summe der Fertigstellungs-

zeiten.

Beweis.

Austauschargument:

Angenommen, eine langere Aufgabe wird
direkt vor einer kiirzeren bearbeitet.

Wenn man die beiden Aufgaben vertauscht,
bleibt die zweite Fertigstellungszeit gleich,
aber die erste wird kleiner.

Also kann dies in der optimalen Reihenfolge
nicht vorkommen.
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Das formalisieren wir jetzt:

= Zu jedem Zeitpunkt t kann jede Aufgabe j mit einer Rate y;(t) € [0, 1] bearbeitet werden.
* Zu jedem Zeitpunkt t muss y1(t) + y2(t) + - - - 4 ya(t) < 1 gelten.

= Der bis zum Zeitpunkt t gemachte Fortschritt an Aufgabe j ist Y;(t) = fotyj(s) ds.

= Eine Aufgabe ist fertig, wenn Yj(t) = pj ist.

Zu jedem Zeitpunkt t sei J(t) die Menge der verbleibenden Aufgaben.

Algorithm (Round-Robin).

Zu jedem Zeitpunkt t bearbeite alle Aufgaben aus J(t) mit derselben Rate

yi()) = ey
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Dieses MaB heiBt der Competitive Ratio.
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Satz 2.
Unter Verwendung des Round-Robin-Verfahrens ist die Summe der Fertigstellungszeiten héchs-
tens doppelt so hoch wie in dem bestméglichen Schedule.

= Vollige Unwissenheit (iber die Aufgabendauer verschlechtert unsere Zielfunktion ‘nur’ um
einen Faktor 2.

= |n der Praxis wissen wir oft ein bisschen lber die Dauern. Dadurch kdnnen wir nur besser
werden.
= Solche weniger extremen Modelle sind Gegenstand aktueller Forschung:

= Stochastisches Scheduling
= Scheduling mit Vorhersagen
= Scheduling mit Signal, wenn man fast fertig ist
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Fir jedes Paar j < k verzogert Aufgabe j die Fiir j < k verzogert Aufgabe j die Aufgabe k
Aufgabe k um p;. um p; und Aufgabe k die Aufgabe j um p;.




Multitasking-Overhead

Frage: Wiirdet ihr das Round-Robin-Verfahren fiir einen Wettbewerb anwenden?




Multitasking-Overhead

Frage: Wiirdet ihr das Round-Robin-Verfahren fiir einen Wettbewerb anwenden?

Problem:

= Man kann nicht unendlich schnell zwischen Aufgaben wechseln.




Multitasking-Overhead

Frage: Wiirdet ihr das Round-Robin-Verfahren fiir einen Wettbewerb anwenden?

Problem:
= Man kann nicht unendlich schnell zwischen Aufgaben wechseln.

= Bei jedem Wechsel muss man sich wieder in die Aufgabe einarbeiten und verliert Zeit.




Multitasking-Overhead

Frage: Wiirdet ihr das Round-Robin-Verfahren fiir einen Wettbewerb anwenden?
Problem:
= Man kann nicht unendlich schnell zwischen Aufgaben wechseln.

= Bei jedem Wechsel muss man sich wieder in die Aufgabe einarbeiten und verliert Zeit.

Im Folgenden betrachten wir das Extremmodell, das wir nach jedem Wechsel wieder
komplett neu beginnen missen.

= Wir denken iiber eine Aufgabe nach, ohne uns Notizen zu machen.

= Wenn wir (iber eine andere Aufgabe nachdenken, vergessen wir sofort alles von der ersten
Aufgabe.
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Neustart-Strategien

= Wenn wir immer wieder wechseln, miissen wir jedes Mal von vorne anfangen.

= Wenn wir nicht wechseln, kénnen wir an der einzigen langen Aufgabe sitzen und beliebig
schlecht im Vergleich zum Optimum sein.

Frage: Wie schlimm ist Vergesslichkeit?

= Gibt es eine Strategie, mit der wir nur einen konstanten Faktor schlechter als das
Optimum sind,

= oder ist das grundsatzlich unmoglich?

Antwort: Es geht — mit exponentiellem Wachstum!
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Verdopplungs-Strategie

= Bearbeite erst jede Aufgabe bis zu eine Zeiteinheit lang.
= Bearbeite dann jede nicht fertig gewordene Aufgabe bis zu zwei Zeiteinheiten.
= Dann 4, 8, 16, ...

Cgr[]n Crot Cblau

Beobachtung: Jede Aufgabe wird irgendwann fertig.
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Satz 3.

Unter Verwendung der Verdopplungs-Strategie ist die Summe der Fertigstellungszeiten héchs-
tens 8 mal so hoch wie im bestméglichen Schedule.

Frage: Wie sieht der bestmogliche Schedule aus, wenn man alle Langen kennt?
= Man wird niemals eine Aufgabe neu starten.

= Man bearbeitet die Aufgaben von der kiirzesten zur langsten.

Beweis

Wir wollen zeigen, dass
n

n
Z C}/erdopplung < 3. Z Cj:ptimall

J=1 J=1
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Beweis (Fortsetzung)

Wir nehmen erstmal an, dass alle Bearbeitungszeiten Zweierpotenzen sind.
— In jeder Runde arbeiten wir gleich lang an jeder noch nicht fertigen Aufgabe,
egal, ob sie fertig wird oder nicht.

Il T [

Crot Cbl au

Die Gesamtzeit, die wir an einer Aufgabe j der Lange p; = 2% arbeiten, ist

qj
1+2+4+...+2‘U:Z2k:2qf+1—1§2qf+1:2-pj
k=0
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Beweis (Fortsetzung)

Fazit der letzten Folie: Mit der Verdopplungs-Strategie arbeiten wir an jeder Aufgabe
hochstens doppelt so lang wie wir brauchten, um sie am Stiick abzuarbeiten.

Beobachtung: Am Ende einer Runde sind alle Aufgaben der Runde gleich lang bearbeitet.

Cgr[] n

e R
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Analyse der Verdopplungs-Strategie

Beweis (Fortsetzung)

Fazit der letzten Folie: Die Originalaufgaben werden mit der Verdopplungs-Strategie frither
fertig als (fast) doppelt so lange Aufgaben mit Round-Robin.

Z CVerdoppIung < Z CRound Robm(2p)
j=1

Satz 2 Z Coptlmal _,)

<4. Z Cfptimal(ﬁ),
j=1

denn wenn alle Aufgaben doppelt so lang sind, ist die bestmdgliche Summe der
Fertigstellungszeiten auch doppelt so groB.
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Beweis (Abschluss).

= Fiir Zweierpotenzen sind wir héchstens 4 mal so schlecht wie der beste Schedule.

= Man kann zeigen, dass man dann fiir allgemeine Bearbeitungszeiten héchstens 8 mal so
schlecht ist.

Ol

Fazit
= Wenn wir nicht wissen, wie lange wir brauchen, verlieren wir héchstens einen Faktor von 2.

= Wenn wir uns zusatzlich nichts merken kénnen, verlieren wir héchstens einen Faktor von 8.

Bezug zu unserer Forschung:

= Mit komplizierten mathematischen Methoden (ca. 7 Seiten Beweis) konnten wir zeigen,
dass man mit einer Verbfachungs-Strategie hochstens einen Faktor von 1 + %% verlieren
kann.

= Am besten ist dies fiir b = 3, mit dem wir einen Faktor von 1 + 31/3 &~ 6.1962 verlieren.

= Es gibt Beispiele, bei denen man beliebig nah an diese Schranke herankommt.
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We now want to show that Amax(Zr) < . This is equivalent to the matrix H = IL+1 —Zy,

being positive semidefinite, where Iy denotes the identity matrix with indices {0,...,L}. \’Ve compute

ao (M gl \_ (2% i
i %))~

e Tu(3S -4 -1\ \1-ter  TLE-1)

This matrix has the form required in Lemma A4 with k = 1, @ = 2 — 2, and v = —,/ % € R!. Since

vl
. . 2
a— > =2- % - (1 - %) = MTD > 0, the lemma implies that H is positive semidefinite, so that

Amax(Zr) < 2(‘1{5;1). Since this holds for every L € N, we obtain with inequality (5)

Dy 14 2 2(Vo-1) - 2b3 4
OPT b—1 b—1 b—1
The latter is minimized for b = 3 yielding the performance guarantee of 1+ 3v/3. m}

Next, we show that our analysis of D, is asymptotically tight.

Theorem 4.5. For every b > 1, there exists a sequence of instances (pr)ren for 1| Y- C; such that

3
lim 79}7(1%) =1 262 .
L= OPT(pr) b—1
Proof. For L > 1 let Y7, and Zj, be the matrices defined above, and let T}, := TL(fbi - ) be the principal

submatrix of Zy, and z;, = (ZéL))g<z<L with zém = Lil sm(L“) By [9, Theorem 2.4], 2 L)h L
<< \ g
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Was haben wir gelernt?

= Wir haben ein Beispiel fiir ein Online-Problem gesehen, bei dem wir zu Beginn nicht alles
wissen.

= Algorithmen fiir solche Probleme werden anhand des Competitive Ratio bewertet. Dies ist
das Verhaltnis des erreichten Werts zum bestmoglichen Wert im schlechtesten Fall.

Allgemeiner:
= Unwissenheit und Vergesslichkeit sind nicht so schlimm (nur ein konstanter Faktor) :)

= Wenn etwas nicht fertig wird, sollte man es ruhig abbrechen und spater mit mehr Zeit
erneut angehen.

= Einfache Fragen (Wie gut sind wir mit einer Verdopplungsstrategie im schlechtesten Fall im
Vergleich zum Optimum?)
kénnen Uberraschende Antworten haben (genau 1+ 4+/2 mal so schlecht).

= Hoffentlich: Mathematik macht SpaB!




